
 

1 

 

با استفاده از تئوری الاستیسیته  تحلیل ارتعاش آزاد نانو صفحه مستطیلی  

 به روش توابع پتانسیل  غیرمحلی 

 

   پ مرتضی اسکندری قادی، ب*نیابهرام نوائی ،آ پروانه ناطقی بابگی

 

 .دانشجوی دکتری ،47148-71167، دانشکده عمران، ایران، بابل، خیابان دکتر شریعتی، دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابلآ 

 . استاد ،47148-71167، دانشکده عمران، ایران، بابل، خیابان دکتر شریعتی، دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابل ب

 . ، استاد11155-4563، دانشگاه تهران، ایران، تهران، خیابان انقلاب اسلامی پ

 

*@nit.ac.irnavayi 

 

 چکیده 

-غیرمحلی می  الاستیسیتهبا استفاده از تئوری  همسانگرد    نانو صفحات  دارتعاش آزا  تحلیل سه بعدیهدف از تحقیق حاضر،  

سه   حرکت  معادلات  ابتدا  منظور  بدین  ابعاد باشد.  به  وابسته  تئوری  از  استفاده  با  همگن  همسانگرد  محیط  برای  بعدی 

پتانسیل تغییرمکان  غیرمحلی محاسبه می  الاستیسیته توابع  از  استفاده  با  -حرکت مستقل میت  مناسب معادلاشود. سپس 

به  مذکور  در ادامه، معادلات حاکم  .  است  4مرتبه    از  معادله دیفرانسیل جزیی  بدست آمده شاملمستقل  گردد. معادلات حاکم  

مقایسه نتایج    گردد.میارائه  ارتعاش آزاد  برای مساله    روش جداسازی متغیرها و اعمال دقیق شرایط مرزی حل و نتایج عددی

ت این  از  آمده  نتایج موجود شبیهبدست  و  مولکولی  حقیق  دینامیک  اثبات میسازی  به خوبی  را  ارائه شده  روش    کند. صحت 

  در   تیبدون محدود   صفحات همسانگردنانو    یعیطب  هایفرکانس  قیدق  نییتوان برای تعیرا م  تحقیق  نیروش ارائه شده در ا

و   به  ضخامت ابعاد  بردصفحه،  می  .کار  نشان  تحلیل  نتایج  کهده همچنین  اثر  ا  د  گرفتن  درنظر  با  غیرمحلی  پارامتر  فزایش 

 های دوردست باعث کاهش میزان فرکانس طبیعی نانو صفحه خواهد شد. کرنش
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 مقدمه -1

زی، عمران، کشاورزی، پایداری منابع، هوافضا و الکترونیک حوزه جدیدی را  ها از جمله داروسافناوری نانو در بسیاری از زمینه

ها، خواص مواد از جمله مشخصات مکانیکی، حرارتی و سایر موارد شناخته شده  برای تحقیق و توسعه گشوده است. با کاهش ابعاد سازه

-های مختلفی مانند روشها محققان از روشتار سازه کوچک بر رف  برای مطالعه چگونگی تاثیر ابعاد   شود.دچار تغییرات چشمگیری می

آزمایشگاهی  شبیه1های  مولکولی،  دینامیک  پیوسته   2سازی  محیط  مکانیک  برده  3و  تئوری.  [1] اندبهره  پرکاربردترین  از  های  یکی 

ائه داد یسیته غیرمحلی را ار[ تئوری الاست2]4در ابتدا کرونر باشد.  غیرمحلی میالاستیسیته  ، تئوری  مکانیک محیط پیوسته  غیرکلاسیک

، تنش در یک نقطه مرجع با یک وابستگی پیوسته مذکور تئوری [ بهبود پیدا کرد. بر طبق3-4] 5توسط ارینگن و پس از آن این تئوری

شود. این یشود و بنابراین اثر اندازه توسط یک پارامتر غیرمستقیم در معادلات ساختاری در نظر گرفته م به کرنش تمام نقاط مربوط می

تئوری در ابتدا به شکل انتگرالی تعریف شد، ولی در ادامه با در نظر گرفتن یک تابع مرکزی خاص توسط ارینگن به صورت دیفرانسیلی 

ها ای برای تحلیل نانوسازه[ به دلیل سادگی در انجام محاسبات در مقایسه با مدل انتگرالی، به طور گسترده4تبدیل شد. مدل ارینگن ]

-با تئوری الاستیسیته غیرمحلی  براساس ترکیب تئوری های وابسته به اندازهتاکنون تعداد زیادی از مدل د استفاده قرار گرفته است.مور

مرتبه بالاتر   تئوریتوان به  از آن جمله می  [.8-5اند ]های یک و دو بعدی ارائه شدهبه جهت تحلیل محیط  صفحههای مختلف تیر و  

سی معادلات تئوری . ایشان با بازنویه، اشاره کردهمسانگرد ارائه شد  صفحات   [ برای تحلیل نانو9]  6آقا بابایی و ردی  توسط  کهغیرمحلی  

ی روابط ساختاری ارینگن مدل خود را استخراج کردند. بعلاوه، یک حل بسته برای مسائل خمش و ارتعاش آزاد بوسیلهپیشنهادی ردی 

تکیه  صفحهنانو   رابا  بهره10نمودند. حسینی هاشمی و همکاران ]نیز محاسبه    گاه ساده  این مدل و  با  نیز  بار [  لوی،  از روش  گیری 

[ با استفاده 11ن ]اانصاری و همکار  همسانگرد با شرایط مرزی گوناگون را بدست آوردند.  صفحهطبیعی نانو  کمانش بحرانی و فرکانس  

له ارتعاش آزاد نانو صفحه همسانگرد گرافن را به روش گالرکین حل و در مسئصفحات و تئوری غیرمحلی    از ترکیب تئوری کلاسیک

استفاده از   از سوی دیگر،  ادامه ضمن مقایسه نتایج با روش دینامیک مولکولی، پارامتر غیرمحلی نانو صفحه گرافن را محاسبه نمودند.

توابع پتانسیل تغییرمکان بدلیل تعداد  میان  در این    که  باشدمسائل الاستیسیته می  دقیق  توابع پتانسیل روشی کارا و موثر در تحلیل

است. مجموعه شناخته شده یافته  بیشتری  کاربرد  تنش  پتانسیل  توابع  به  نسبت  معادلات  مکان  کمتر  تغییر  پتانسیل  توابع  از  در ای 

گر یان که با هم رابطه داشته و از یکدو دیگر توابع شناخته شده تغییر مک  گالرکیننوبر،    -بوسینسک، پاپکوویچ   :عبارتند ازمحیط ماکرو  

های همسانگرد جانبی از حالت توابع پتانسیل اسکندری قادی که با تعمیم توابع پتانسیل حاکم بر محیط  .[ 12]  باشند قابل حصول می

[.  13]  ر گرفته استنهایت مورد مطالعه قراهای نیمه بیبه دینامیکی ارائه شده است نیز به طور گسترده برای تحلیل محیط  استاتیکی

همسانگرد و همسانگرد جانبی مورد استفاده قرار گرفته   صفحاتعلاوه بر این، توابع پتانسیل اسکندری قادی، برای تحلیل ارتعاش آزاد  

مورد [  15]  زاده شهربابکی نیز توسط عبداله  صفحاتاستفاده از روش توابع پتانسیل علاوه بر مقیاس ماکرو برای تحلیل نانو  [.  14]  است

بهره با  ایشان  است.  گرفته  قرار  ارتعاش استفاده  بر  حاکم  معادلات  غیرمحلی  ارتجاعی  تئوری  و  هلمهولتز  پتانسیل  تابع  از  گیری 

[ نیز با استفاده از یک 16ناطقی و همکاران ]  اند.را محاسبه و آن را برای شرایط مرزی متفاوت به روش گالرکین حل نموده  صفحاتنانو

برای مسائل الاستودینامیک در  توابروش سیستماتیک   براساس تئوری گرادیان نانو  ع پتانسیل تغییرمکان  محیط همسانگرد جانبی را 

 .  ، گرادیان کرنش و الاستیسیته غیرمحلی ارائه نمودندکرنش غیرمحلی 

نو تاکنون مربوط به های مختلف میکرو و ناهای تحلیلی و عددی انجام شده در زمینه تحلیل محیطای از پژوهشحجم گسترده

هستند. همچنین طیف نسبتاً    صفحاتتری در مقایسه با  نانوتیرها بوده است که دارای معادلات حاکم ساده  نظیر  های یک بعدی سازه

 صفحات ی تحلیل سه بعدی نانومطالعات انجام شده در زمینه  به صورت دوبعدی بوده و  صفحات  وسیع دیگری از تحقیقات بر روی نانو

به منظور پرکردن این خلا تحقیقاتی در این پژوهش   .باشند شونده میمحدودتر و اغلب به صورت عددی و یا دارای فرضیات سادهبسیار  

 
1 Experimental methods 
2 Molecular dynamics simulation 
3 Continuum mechanics  
4 Kroner  
5 Eringen 
6 Reddy  
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غیرمحلی و روش تابع پتانسیل    الاستیسیتهبا استفاده از تئوری  گاه ساده  دارای تکیه  همسانگرد  صفحاتسه بعدی نانو  دقیق  به تحلیل  

بدین منظور، در ابتدا معادلات حرکت سه بعدی براساس تئوری غیرمحلی محاسبه و سپس با استفاده از    د.شوتغییرمکان پرداخته می

همکاران و  ناطقی  پتانسیل  مستقل می16]  توابع  یکدیگر  از  توابع [  برحسب  آمده  بدست  حاکم  دیفرانسیل  معادلات  ادامه  در  شوند. 

نانو صفحه  ه اعمال دقیق شرایط مرزی حل شده و معادله مشخصه ارتعاش آزاد  همراهستفاده از روش جداسازی متغیرها بپتانسیل با ا

 آید.  گاه ساده به صورت دقیق بدست میهای ارتعاش آزاد نانو صفحه با تکیهفرکانس بدست آمده آید. با حل معادله مشخصه بدست می

 تئوری   -2

غیرمحلی الاستیسیته  که    تئوری  را  دوردست  کرنش  میدان  تاثیر  میارینگن  شناخته  غیرمحلی  اثرات  عنوان  مطابق  به  شوند، 

 گیرد. ( در نظر می1شکل )

 
 [1رنش در نقاط دوردست ]. وابستگی تنش در یک نقطه خاص به ک 1شکل                 

ستیک همان نقطه به  کرنش الا  علاوه بر،  مشخصبه عبارت دیگر، طبق تئوری الاستیسیته غیرمحلی میدان تنش در یک نقطه  

ترین شکل رابطه ساختاری برای الاستیسیته غیرمحلی شامل یک انتگرال بر روی کل کرنش نقاط دیگر محیط نیز وابسته است. کلی

ها در نقاط مختلف را برروی میدان تنش در مکان مشخص  است که اثرات کرنش   7باشد. این انتگرال شامل یک رابطه مرکزیمحیط می

در این تئوری اثرات مقیاس کوچک با لحاظ کردن ابعاد داخلی به عنوان یک پارامتر شود.  د و مدول غیرمحلی نامیده میده نشان می

 [. 3] شوددهد، بیان میغیرمحلی را میمشخصه ماده که امکان کار با متغیرهای 

 روابط ریاضی حاکم در تئوری الاستیسیته غیرمحلی  1-2

تا   (1)ی برای یک محیط الاستیک خطی و همگن در غیاب نیروهای حجمی به شکل روابط  ای الاستیسیته غیرمحلمفاهیم پایه

 . [ 1] شونددر نظر گرفته می( 4)

(1 )  
,

0,
ij i j

u − = 

(2 ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
c

ij ij
H dv  = −

v

x x' x x' x' 

(3 ) ( ) ( ) ,
c

ij ijkl kl
C =x' x' 

(4 ) ( ) ( ) ( )( )
, ,

1
.

2
kl k l l k

u u = +x' x' x' 

پارامترهای  بطوری که 
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)باشند. تابع  کلاسیک و تانسور مرتبه چهارم الاستیسیته می  کلاسیک، کرنش  لی، تنش غیرمح ),H x' - x    مدول غیرمحلی یا رابطه

 [: 4-3شود ]( تعریف می5پارامتر غیرمحلی بدون بعد بوده و مطابق رابطه ) مرکزی انتگرال )با بعد معکوس مکعب طول( و  

(5) 0
e a
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7 Kernel function 
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آن   در  )بی  Lو    0e  ،aکه  غیرمحلی  ثابت  ترتیب  طول به  و  طول(  )بعد  داخلی  مشخصه  طول  ماده،  هر  با  متناسب  بعد( 

می طول(  )بعد  خارجی  آنجاییباشند.  مشخصه  )کهاز  رابطه  غیرمحلی،  الاستیسیته  بر  حاکم  معادله  رابطه 1،  یک  صورت  به  ی (، 

بیان می  -دیفرانسیلی اپراتور انتگرالی  اعمال یک  با  این مشکل  برای برطرف نمودن  شود، حل آن به صورت کلی بسیار مشکل است. 

گردد  ( ارائه می7غیرمحلی ارینگن به صورت رابطه )  نهایت رابطه ساختاری  (، در2( بر رابطه )6به صورت رابطه )  دیفرانسیل خطی  

[4 :] 

(6 ) ( )( ) ( ),H  =x' - x x' - x 

(7) ( )
2 2

0 ijkl
1 C

ij kl
e a  −  =   

  د. باشنمی سه بعدی9و اپراتور لاپلاس 8به ترتیب معرف تابع دلتای دیراک 2و    δدر روابط فوق پارامترهای 

 (8رابطه )به صورت    ج یشود، سپس نتای( اعمال م1رابطه )  یعملگر معادل آن بر رو  ، غیرمحلیبه معادلات حاکم بر حرکت  محاس  یبرا

 . د یآیبه دست م

(8 ) 
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ا به  توجه  تانسور تنش  و    مستقل    کیالاست  بیدو ضردارای  مواد همسانگرد    نکهیبا  بنابرا-در  با جایگذاری    نیکرنش هستند، 

( تا 9به شکل روابط )برحسب میدان تغییرمکان  ، معادلات حاکم حرکت غیرمحلی  (8( در رابطه )4ر حسب تغییرمکان )روابط کرنش ب

 . شود( حاصل می11)
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( )
22 2

31 2

2 2

1 3 2 3 3 2 3

22 22 2

3 32 1

2 2

3 2 2 1 3 1

2

e

uu u

x x x x x u

tu uu u

x x x x x x

  



 

 
+ + +

     
= 

  
+ + + +

     

  
  

   
       

    
    

 

 بیان مساله  2-2
مستط  کی صفحه  تکیههمسانگرد    یلینانو  ابعاد  ساده  گاه  با  دکارت  ستمی س  کیدر    hو    al  ،blو    یمختصات 

1 2 3, ,x x x( به   (

   ( در نظر گرفته شده است.2صورت شکل )

 
8 Dirac delta function 
9 Laplacian operator   
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   یلی محورها و ابعاد نانوصفحه مستط تیموقع .2شکل            

گیرد. بدین منظور باید معادلات  تحلیل ارتعاش آزاد نانو صفحه در غیاب نیروهای حجمی در این بخش مورد بررسی قرار می 

 حل شود. [ 16] دیفرانسیل حاکم غیرمحلی برحسب توابع پتانسیل پیشنهادی ناطقی و همکاران برای نانو محیط همسانگرد

(12) 

( )

2

1

1 3

2

2

2 3

2 2

2

3 2

                                                 

                                                 

2
                    

2

e

u F
x x

u F
x x

u F
t

 



 



 

  

+ 
= −

 

+ 
= −

 

 +
=  −

+ 







   
   
    

 

سازی روابط در نهایت  ( و ساده11( تا )9)  بر حسب تغییرمکان  در معادلات حاکم   ( 12)  تغییرمکان  با جایگذاری توابع پتانسیل

 آید. بدست می F( برحسب تابع پتانسیل  31معادله دیفرانسیل حاکم )

(13) 
( )

2 2

2 2 2 2

2 2
 0

2
e e

F
t t

 

  

 
 −   −  =

+  

   
   

   
 

را به شکل    w  جایی و بردار جابه   F  های تابع پتانسیل توان مولفهاست، میحرکت هارمونیک  اینکه نانو صفحه دارای  با فرض  

 زیر تعریف کرد.

(14) 1 2 3 1 2 3
( , , , ) ( , , )

i t
F x x x t F x x x e


= 

(15) 
1 2 3 1 2 3

( , , , ) ( , , )
i t

x x x t x x x e


=w w 

در فضای فرکانس بدست  (  16) معادله حرکت غیرمحلی    ،(13در معادله )  (14ابطه )با جایگذاری راست.  ای  برابر بسامد زاویه  که  

 آید. می

(16 ) 
( )

2 2

2 2 2 2
 0

2
e e

F
 

  
 −   −  =

+

   
   

   
 

به صورت ضرب سه تابع مستقل   تعریف تابع پتانسیلسپس با  
1

( )f x،  
2

( )g x  و  
3

( )h x  به شکل 
1 2 3 1 2 3

( , , ) ( ) ( ) ( )F x x x f x g x h x= 

)  جایگذاری  و معادله حاکم  در  متغیرها16آن  به روش جدایی  آمده  بدست  دیفرانسیل  معادله  و حل  اعمال دقیق شرایط مرزی و    ( 

   آید.( بدست می18به شکل رابطه ) F( تابع پتانسیل  17هندسی )

(17) 2 3 1

1 3 2

0,  0,  

0,  0,  

a

b

u u x l

u u x l

= = =

= = =





 

(18) ( )
1 2 1 3 1 3 2 3 2 3

1 1

1 2 3 4
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin cosh sinh cosh sinh

m n a b

m n
F x x x xc c c cx x

l l

 
   

 

= =

= + + + 

پارامترهای    ؛اعداد طبیعی مثبت n و m، (18که در رابطه )
1

c تا  
4

c  و ضرایب مجهول
1

 و 
2

 آید. به صورت زیر بدست می 
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(19) 
( ) ( )

( )

( )
( )

2 2

22 2

0

1 2

2

0

2 2

1
2

mn mn
e a

e a

 
 

   




 

− −
+ +

=

−
+

 
 
 

 
 
 

 

(20) 

( )

( )

2 2

22 2

0

2 2

2

0
1

mn mn
e a

e a

 
 

 






− −

=

−

 
 
 

 
 
 

 

2که در روابط فوق   2 2

mn m n
  =   و محاسبه   تنش در بالا و پایین صفحه برابر صفرمرزی نیرویی    در ادامه با اعمال شرایط  باشد. می +

شود. برای حل این معادله مشخصه و استخراج نتایج صفحه محاسبه میدترمینان ماتریس ضرایب مجهول، معادله مشخصه ارتعاش آزاد  

   استفاده شده است. matlabافزار نرمکدنویسی در  عددی از 

 نتایج  -3

 ( بیان شده است.1در جدول ) برای این تحقیق گرفته شده  مشخصات نانو صفحه درنظر 

 [11] : مشخصات مکانیکی نانو صفحه گرافن1جدول 

1 TPa Young’s Modulus (E) 

16/0 Poisson ratio (ν) 
3kg/m2250  Density (ρ) 

nm 34/0   Thickness (h) 

مقایسه انجام شده،  بررسی صحت حل  نتایج  ای  برای  فوق  اولین  بین  با مشخصات  مربعی  نانو صفحه  پارامتر و  فرکانس طبیعی  برای 

با   برابر  ]  مترنانو  03/1غیرمحلی  مرجع  نتایج  )11با  مطابق جدول  همانطورکه  2[  پذیرفت.  )( صورت  می2در جدول  مشاهده  شود  ( 

بطوریکه اختلاف موجود بین نتایج محاسبه شده و روش دینامیک باشد.  حاکی از دقت بالای محاسبات تحقیق حاضر میمقایسه نتایج  

 رسد. درصد می 3/4325لی حداکثر به مولکو

    [ 11نتایج مرجع ]گرافن با () فرکانس طبیعی نانو صفحه مربعیاولین نتایج مقایسه  :2 جدول

ول صفحه گرافن  ط

 )نانومتر( 

نتایج دینامیک  

[ )تراهرتز( 11مولکولی]   

نتایج تحقیق حاضر 

 )تراهرتز( 
درصد اختلاف با نتایج 

 دینامیک مولکولی

ایج روش کلاسیک نت

[  11صفحات غیرمحلی]

 )تراهرتز( 

10 0/0587725 0/0587673 0/0088 0/0584221 

15 0/0273881 0/0277286 1/2432 0/0282888 

20 0/0157524 0/0159593 1/3135 0/0164593 

25 0/0099840 0/0103267 3/4325 0/0107085 

30 0/0070655 0/0072149 2/1145 0/0075049 

35 0/0052982 0/0053204 0/4190 0/0055447 

40 0/0040985 0/0040832 0/3733 0/0042608 

45 0/0032609 0/0032316 0/8985 0/0033751 

50 0/0026194 0/0026207 0/0496 0/0027388 

( نانو صفحه گرافنهای طبیعی  فرکانس (،  3در شکل  از    اول  دارای طول  و  50تا    10مربعی  متر  مقا  نانو  ازای  پارامتر   دیر مختلفبه 

   غیرمحلی ترسیم شده است.
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 فرکانس طبیعی نانو صفحه گرافن مربعی به ازای مقادیر مختلف پارامتر غیرمحلی  .3شکل 

نانومتر نسبت به تغییرات پارامتر غیرمحلی بسیار حساس    20شود که رفتار ارتعاشی صفحات با ابعاد کوچک، زیر  مشاهده می

نانومتر این حساسیت به صورت چشمگیری کاهش یافته   30ستند. در حالیکه با افزایش ابعاد صفحه و برای صفحات با بعد بزرگتر از  ه

های دوردست باعث کاهش میزان فرکانس طبیعی نانو صفحه است. علاوه بر این، افزایش پارامتر غیرمحلی با درنظر گرفتن اثر کرنش

به منظور بررسی   نتایج (  bl/al)ابعاد  نسبت  و   (ah/l)صفحه    طولبه    اثرات نسبت ضخامتشده است.  نانو صفحات،  ارتعاشی  رفتار  بر 

پارامتر غیرمحلی برابر یک در شکل ازای  ( آورده شده  5( و )4های )بدست آمده برای فرکانس طبیعی مود اول نانو صفحه گرافن به 

 است.  

              
 فرکانس طبیعی نانو صفحه گرافن به ازای مقادیر مختلف نسبت ضخامت  .5شکل      نسبت ابعاد  به ازای مقادیر مختلف فرکانس طبیعی نانو صفحه گرافن. 4 شکل

این کاهش در مقادیر  ( نشان می4شکل ) یافته که  ابعاد صفحه کاهش  نسبت  افزایش  با  نانو صفحه  دهد که فرکانس طبیعی 

ای در رفتار  تغییرات قابل ملاحظه  4نبست ابعاد  تر است ولی در هر حال بعد از  ابعاد کوچکتر محسوسفرکانس برای صفحات دارای  

 توان مشاهده نمود که اثرات افزایش نسبت ضخامت صفحه نیز در صفحه دارای بعد(، می5در شکل )  شود.ارتعاشی صفحه مشاهده نمی

-افزایش نسبت ضخامت نانو صفحه مربعی باعث به وجود آمدن ارتعاش  ت کهتوان نتیجه گرفنانو متر مشهودتر است. همچنین، می  5

   هایی با فرکانس طبیعی بزرگتر خواهد شد.
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 گیری نتیجه -4

راساس تئوری غیرمحلی و  های ساده ببا لبه همسانگرد  یلیصفحات مستطارتعاش آزاد نانو  یعیطب های فرکانسپژوهش،   نیدر ا

 :عبارتند از قیقتح نیحاصل از ا جینتا نیاز مهمتر یآمده است. برخ ستدبهدقیق سه بعدی  لیتحل صورت به

ا • در  شده  ارائه  م  نیروش  را  تعیپژوهش  برای  بدون    همسانگردصفحات  نانو    ی عیطب  هایفرکانس   قیدق  نییتوان 

   .کار بردصفحه، به ضخامت ابعاد و  در تیمحدود

اثر کرنش  • درنظر گرفتن  با  غیرمحلی  پارامتر  نانو صفحه  های  افزایش  فرکانس طبیعی  میزان  باعث کاهش  دوردست 

 . شودمی

فرکانس طبیعی نانو صفحه با افزایش نسبت ابعاد صفحه کاهش یافته که این کاهش در مقادیر فرکانس برای صفحات   •

 تر است. نانومتر محسوس 5دارای ابعاد کوچکتر در حد 

هایی با فرکانس  ش به وجود آمدن ارتعانتیجه  افزایش سختی سیستم و در  افزایش نسبت ضخامت نانو صفحه باعث   •

 . گرددمیطبیعی بزرگتر 
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